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Diese Ausarbeitung basiert auf dem Artikel Higher-Order Unification Revisited: Complete
Sets of Transformations von Wayne Snyder und Jean Gallier (Journal of Symbolic Compu-

tation (1989) 8, 101-140).

1. Einleitung und Motivation

In der Mathematik sahen wir im ersten Semester Probleme der folgenden Bauart:
r+3y =52z —y =3

L3 [ 5N _ (13 | 5\ __ (13 ]5)__(10]2
2 -1 | 3 0 -7 | =7 01 | 1 01 | 1

Das Verfahren, das unter dem Namen Gauf-Algorithmus bekannt ist, hat hier die Losung
x = 2,y = 1 berechnet. Dies ist eine Losung, und es ist die einzige Losung. Das Gauf}-
Verfahren 16st beliebig grofie lineare Gleichungssysteme, und fir ein solches System gibt es
genau drei Moglichkeiten: es kann unlosbar sein, genau eine oder unendlich viele Losungen
haben.

Eine Formalisierung des Gauf}-Verfahrens konnte etwa so aussehen:

Fir Matrizen definiere ein System von Transformationen:

(Add) Addiere zur i-ten Zeile ein Vielfaches der j-ten Zeile,

(Mul) Multipliziere eine Zeile mit einer Zahl o # 0,

(Swap) Vertausche die i-te mit der j-ten Zeile.

Man kann dann einen Algorithmus angeben, der unter ausschlieflicher Nutzung dieser Trans-
formationen die Ausgangsmatrix in eine spezielle Diagonalform (nur Eintrage in der Haupt-
diagonale, dort diirfen nur noch die Zahlen 1 und 0 auftreten) umformt, an der sich dann
die Losungen ablesen lassen.

Fir diese Transformationen kann gezeigt werden, daf sie korrekt und vollstandig sind, d.h.
alle berechneten Losungen sind tatsachlich Losungen des Gleichungssystem, und es geht
durch die Berechnung keine Losung verloren.
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In adhnlicher Weise betrachten wir in der Informatik Unifikationsprobleme: hier versuchen
wir, zu zwel Termen eq, 5 eine Substitution ¢ zu finden, die nur Variablen ersetzt, so daf}
o(e1) und o(ez) aquivalent beziiglich einer geeigneten Relation sind.

Wir werden (analog zum Beispiel Gauf-Algorithmus) ein Transformationssystem entwickeln,
das solche Substitutionen (genannt Unifikatoren) ausrechnet.

Beispiel 1.1

Seien eq = f(x, f(h,g(x)),2")) und ez = f(x, f(A(f(y), 2),¥"))-

Wir schreiben diese beiden Terme als Termpaar (f(x, f(h,g(x)),2")), f(z, f(R(f(y),2),¥")))-
Nun fangen beide Terme mit dem Funktionssymbol f an. Eine Substitution kann dieses
Symbol nicht andern, also gilt: # ist genau dann ein Unifikator fur

(f(x, [(h,g(x)).2")), [z, f(R(f(y),2):9)),

wenn es paarweise die Unterterme (hier: Argumente von f) unifiziert, also

(@, ), (f(h,g(x)), @), F(R(f(y), =), (2" 9).

Aus diesem Beispiel ergibt sich die generelle Transformationsregel

{ (flur, oy tun), f(or,eyvn)) FUS = { (ug,v1), ..., (tn,v,) FUS,

die wir Termzerlegung nennen. Wenn wir diese Regel noch zwei mal anwenden, erhalten wir

<x7x>7 <l’,f(y)>, <g(:1;),z>, <xlvy/>'

Nun ist das Paar (x,x) bereits unifiziert, und wir kénnen auf diese Information verzichten.

Es ergibt sich
(, f(y)), {9(x), 2), <x/7 y/>'

Die entsprechende allgemeine Regel ist
{{(u,u) JUS = §

Diese beiden Transformationen vereinfachen ein System, ohne die Menge der Losungen zu
beeinflussen: Die Losungsmenge ist invariant unter diesen Transformationen.

Jeder mogliche Unifikator mufl = aut einen Term abbilden, der mit dem Funktionssymbol f
anfangt. Mit anderen Worten: die Bindung fiir « wird die Form f(¢) fiir einen Term ¢ haben.
Wir fithren nun eine partielle Bindung fir = ein, da wir noch nicht die endgultige Bindung
kennen, wir erganzen also (x, f(x1)) mit einer neuen Variablen x:

(@, [(z1)), (2, [(y)), (9(=), 2), ().

Nun eliminieren wir # im Rest des Systems, indem wir tiberall & durch f(x1) ersetzen:

(@, f(1)); {(F(1), F(w)), (9(f (1)), 2), (2, ¢).
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Nach einem weiteren Termzerlegungsschritt erhalten wir

<$,f($1)>, <$1,y>, <g(f(:1:1)),2>, <xlvy/>'

Insgesamt nennen wir dies einen Imitationsschritt. Die allgemeine Imitationsregel zum par-
tiellen Auflésen nach einer Variablen ist: Wenn @ im Term f(¢4,...,%,) nicht auftritt, dann

{<x7f(t17 7tn)>} Us = {<l’,f(y1, ---vyn)>7 <f(y1, ---vyn)vf(tlv tn)>} u s,

wo die y; neue Variablen sind, die nirgends auftauchen und 5" = S[f(y1, ..., yn)/x]. (Bemer-
kung: Wenn x in f(t4,...,1,) auftauchen wiirde, ware das System nicht unifizierbar.)

Allgemein: Ahnlich dem Einsetzungsverfahren bei Gleichungssystemen brauchen wir eine
Methode, um unser System nach einzelnen Variablen aufzulésen: Wenn wir ein Paar (x,1)
haben, in dem x in ¢ nicht vorkommt, dann kénnen wir in allen anderen Paaren x durch ¢
ersetzen:

{{z, )} US = {(x,t)} U S[t/x]

wo S[t/x] erhalten wird, indem jedes Auftreten von x in S durch ¢ ersetzt wird. Wir nennen
diese Regel Variablenelimination und erhalten in unserem Beispiel

(@, F())s (@1, 9), (g(F(y)), 2), (2, 9.

Wir sagen: das Paar (1) ist in einem System S gelést, wenn @ weder in ¢ noch in S auftritt.
In diesem Sinne ist das letzte System gelost, da alle Paare gelost sind. Als Unifikator kénnen

wir nun [f(y)/x,g(f(y))/z,y'/2'] angeben.

Bis hier haben wir nur Terme erster Ordnung behandelt. Im wesentlichen wollen wir aber
Terme hoherer Ordnung unifizieren: dies sind Terme, bei denen Variablen auch Funktionen
sein konnen. Dazu benutzen wir den Lambda-Kalkil, der eine Schreibweise fir Funktionen
erlaubt, ohne diesen einen Namen geben zu miissen. Ublicherweise schreiben wir z.B. flz) =
2? und reden dann von der Funktion f. Wenn wir nicht den Namen f vergeben wollen,
sagen wir umstandlich: ”die Funktion, die jedes x auf z? abbildet”. Dafiir bietet uns nun
der Lambda-Kalkiil die Kurzschreibweise: Az.2%. Mit diesen neuen Lambda-Termen kénnen
wir ahnlich umgehen wie bisher, z.B.

F(y)e.a®/F] = de.a®(y) = y*,
wobei das letzte Gleichheitszeichen nicht Termgleichheit bedeutet.
Beispiel 1.2

Wir betrachten S = {(F(f(a)), f(F(a)))}, wobei F eine funktionale Variable ist (z.B. int —
int). Ein Unifikator ist 8 = [Az. f(x)/F]:

O(F(f(a))) = Az f(2)[(a) = [([(a)) = [((Az.f(2))a) = O(f(F(a))),

wobei — eine Aquivalenzumformung bedeutet, die wir spater definieren werden (3-Konversion).

Es gibt aber noch weitere Unifikatoren, z.B. 0 = [\z.f*(z)/F] fiir k& > 0.
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Im Fall erster Ordnung haben wir partielle Bindungen der Form [f(y1, ..., y»)/] betrachtet,
WO Y1,...,Yn Variablen (erster Ordnung) waren. Wir miissen nun die Imitationsbindung
f(y1,...,yn) auf den Fall hoherer Ordnung verallgemeinern. Dazu betrachten wir partielle
Bindungen der Form

Arqe.apa(Yi(ag, oo, xr)y oo, Yol o 2p)) [ F],

wo Y1, ...Y, Variablen (héherer Ordnung) sind und a atomar (d.h. Konstante oder Variable)
ist. Dabei kann @ auch eine funktionale Variable sein, und an die Stelle der y; treten Aus-
driicke Y;(x1, ..., %), da die Unterterme auch Funktionen in 1, ...x) sein konnen.

In unserem Beispiel 1.2 hatte eine partielle Bindung fir F', die das Symbol f imitiert, die
Form Aa.f(Y(x)), so daB wir {(F(f(a)), f(F(a)))} in

{{F Az (Y (2))), (F(Y (f()), FUF(Y ()}

transformieren wiirden. (Hierbei haben wir bereits einen 3- Reduktionsschritt angewandst.)
Nach Termzerlegung ergibt sich

{{(F A (Y (2))), (Y (f(a), (Y (a)))}-

Leider reicht diese Imitationsregel nicht aus, um die Bindungen aufzubauen: Suchen wir nun
eine partielle Bindung fir Y, stehen wir vor dem gleichen Problem wir bei F', wenn wir immer
weiter imitieren, erhalten wir eine nicht abbrechende Folge von Transformationen. Dieses
Problem ergibt sich, da Terme hoherer Ordnung Variablen als erstes Symbol haben konnen,
und unsere Transformationen mussen Bindungen wie z.B. Az.x finden konnen. Wenn wir fur
Axy...xp kurz AT schreiben, erhélt unsere neue Regel fir das Finden partieller Bindungen
(grob) die Form:
{(ATg F(ug, ooy i), ATg.a(v1, ..., v)) U S =

{(F 1)} U o ({QT5F (1, ooy 1), AT (01, o0, 0)) U S),
wo a ein Funktionssymbol, eine Konstante oder Variable ist, und ¢ entweder eine Imi-
tationsbindung (d.h. ¢t = Ay,.a(Yi(¥n), ..., Yi(¥n))) oder eine Projektionsbindung (d.h.
t =200 0:(Yi(Tn), ooy Yo (Tn)) flir ein ¢, 1 < ¢ < n)ist und o = [t/ F].
In unserem Beispiel kénnen wir {(F(f(a)), f(F(a)))} durch eine Projektionsbindung in

{(F, Az.z), (F(f(a)), f(F(a)))}

transformieren. Wenn wir dann die Substitution [Az.z/F] (mit folgender s-Reduktion) an-
wenden, erhalten wir

{(F, Az.z), (f(a), f(a))}.

Nach Entfernen des trivialen Paars erhalten wir das geldste System {(F, Az.x)}.
Genauer untersuchen wir diese Problematik in Kapitel 4.
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2. Grundlegendes

Definition 2.1: Typen, Typ-Konstruktor —

Es sei 7y eine Menge von Grundtypen (z.B. int, bool, usw.). Dann definieren wir induktiv die
Menge der Typen T als die kleinste Menge, die 7y und mit «, 3 € 7 auch (o — [3) enthalt.
Dabei sei (a« — ) der Typ von Funktionen, die Objekte von Typ a auf Objekte vom
Typ [ abbilden. Wir nehmen an, dafl der Konstruktor — rechtsassoziativ ist, und fur
(q = (a2 — ...(a, — B)...)) schreiben wir kurz o, ..., a0, — 3.

Definition 2.2: Funktionskonstanten, Variablen, Atome, A\-Terme

Sei Y eine Menge von Symbolen, die wir Funktionskonstanten nennen, jedes Symbol f € X
habe einen eindeutigen Typ 7(f) € 7. Zu jedem Typ o € T existiere eine abzahlbar unend-
liche Menge V, von Variablen dieses Typs. Setze V = U, <7 V5.

A :=V UZX heifit Menge der Atome.

Dann ist die Menge £ der A-Terme induktiv definiert durch:

(i)ACL

(ii) Regel der Funktionsanwendung;:

Fir e; € £ vom Typ o — g und ey € £ vom Typ « ist (e1e2) € L vom Typ f.

(iii) Fir e € £ vom Typ f und € V, ist (Az.e) € L vom Typ o — .

(iv) L ist die kleinste solche Menge.

Wir bezeichnen mit 7(e) den Typ eines Terms e.

Funktionsanwendung sei standardmaflig linksassoziativ, so daBl (...(ejez)es)...e,) kurz
(e1€3...€,) geschrieben werden kann.

Eine Folge von A-Abstraktionen Axq.(Aza.(...Azp.€)...)) schreiben wir als Axyaq...2,.€, wo e
Funktionsanwendung oder atomar ist.

Klammern werden wir weglassen, wenn dabei die Bedeutung klarbleibt.

Der Punkt bezieht soviel Rechtskontext wie moglich mit ein, so dafl z.B. Az.stu als
(Ax.((st)u)) interpretiert wird.

Definition 2.3: Matrix, Binder, Termgrofie, Scope, bindend, gebunden, frei

In einem Term Azy...x,.e (e entweder Funktionsanwendung oder Atom) nennen wir e die
Matriz des Terms und Axy...x, den Binder des Terms (also ”Term” = ”Binder”.” Matrix”).
X1, ..., T, treten in diesem Term bindend auf.

Die Gréfie |u| eines Terms u ist die Anzahl der atomaren Unterterme von w.

Eine Variable x tritt gebunden im Term e auf, wenn e einen Unterterm Az.e¢’ enthalt. In
diesem Fall heifit ¢’ der Giiltigkeitsbereich oder Scope dieses bindenden Auftretens von x.
Eine Variable z tritt frei im Term e auf, wenn = ein Unterterm von e ist, aber nicht im Scope
eines bindenden Auftretens von x auftritt. Die Menge der freien Variablen von e heifit F'V (e).

Definition 2.4: Ordnung, Sprache der Ordnung n

Fir Typen ¢ € 7T ist die Ordnung Ord(y) induktiv definiert als:
Ord(p) =1, falls ¢ € T;

Ord(p) := maz(Ord(a) + 1,0rd(/), falls p = o — §.
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Die Ordnung einer Funktionskonstante oder Variablen ist die Ordnung ihres Typs. Eine
Sprache der Ordnung n ist eine Sprache, in der Funktionskonstanten hochstens Ordnung
n + 1 und (freie oder gebundene) Variablen hochstens Ordnung n haben.

Dies ist eine Verallgemeinerung der Konvention, dafl ein Term erster Ordnung eine Variable
oder Konstante ist, ein Term zweiter Ordnung eine Funktion von Variablen (erster Ordnung),
etc.

Konvention

Im folgenden stehen «, 3,7, ¢ stets fir Typen, b, ¢ fiir Konstanten eines Grundtyps, f,g,h
fiir Konstanten vom Funktionstyp (2. Ordnung), x,y, z fiir Variablen beliebigen Typs und
a fir Atome. Freie Variablen vom Funktionstyp nennen wir F, G, H,Y. A-Terme heiflen
e,r, s, t,u,v,w. Wenn aus dem Zusammenhang klar wird, von welchem Typ ein Ausdruck
ist, lassen wir diese Information weg.

Die "Rechenregeln” des Lambda-Kalkils sind die folgenden:

Definition 2.5: Lambda-Konversion, Redex, Normalform, Aquivalenz

Fir Terme u,? und eine Variable x sei u[t/x] der Term, der aus u entsteht, wenn man in u
jedes freie Auftreten von x durch ¢ ersetzt; BV (t) sei die Menge der gebundenen Variablen
in t. Dann gibt es die folgenden drei Regeln der Lambda-Konversion:

(i) a-Konversion:

y ¢ FV()UBV(t) = (Axt) = (Ay.(tly/z]))

(d.h. wenn y als Variable in ¢ nicht vorkommt, dann kann « durch y ersetzt werden. In
tiblicher Notation wird durch f(z) = 2* — 2 dieselbe Funktion definiert wie durch f(y) =
v —y.)

(ii) B-Konversion:

(Aa.s)t) =5 s[t/x]
(d.h.: s(@)]z=¢ und s(t) sind gleich.)

(iii) n-Konversion:

¢ FV(t) = (Az.(tz)) =, 1t

(d.h. t ist genau die Funktion, die jedem x den Wert #(z), oder in unserer Schreibweise (fx)
zuordnet. )

Die Terme auf der linken Seite heiflen Redere . Fin Term ¢, der keinen 3-Redex enthalt,
heiit f-Normalform , n— und Sn-Normalformen werden ahnlich definiert.

Falls e[s] ein Lambda-Term e mit Unterterm s an einer festen Stelle ist und €[t] den Term be-
zeichnet, der aus ¢[s]| hervorgeht, indem man diesen Unterterm s durch ¢ ersetzt, wobei s und
t vom gleichen Typ sind (formal: e[s] = aqaz...a;,8b1b2...b,,, €[t] = aras...aptbiby.. by, 7(s) =
7(t)), dann koénnen wir die Relation —, definieren durch

e[s] —q eft] <= s>at,

genauso definieren wir Relationen — ;5 und —,. Auflerdem definieren wir —g,:=—3 U —,
(d.h. e; —p, €0 < €1 =5 e2Ver —, €2). Dann erklaren wir fiir jede dieser Relationen —
auf tibliche Weise die symmetrische Hiille <+, die transitive Hiille —*, und die symmetrische,
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reflexive und transitive Hiille +=—. Die Relationen «*—3, <>, und +*g, heilen -, n- und
Bn-Aquivalenz.

Man zeigt leicht, daf diese Regeln der Lambda-Konversion typerhaltend sind.

Definition 2.6: substituierbar
Ein Term s heifit fiur « in t substituierbar, wenn fiir jeden Unterterm Ay.t’ von ¢ gilt:

y e FV(s)=x ¢ FV(1).

(Wenn man Ersetzungen t[s/x] zulafit, wo s nicht fiir  in ¢ substituierbar ist, gibt es Pro-
bleme mit der 3-Konversion.)

Konvention
Im folgenden betrachten wir nur Terme, fir die die Mengen der freien Variablen und der
gebundenen Variablen disjunkt sind; alle Vergleiche von Lambda-Termen werden modulo
a-Konversion erfolgen (d.h. wir interessieren uns nicht fiir simple Umbenennungen von
Variablen). Dies erlaubt uns die Darstellung von Lambda-Bindern mit generischen Variablen
21, ..., T, wo dies keine Verwirrung erzeugt.
AuBlerdem andern wir unsere Notation fir f-Konversion dahingehend ab, dafl wir die k
Schritte in

(Axq..xpu)vg...o —>Z wlvr /@y, ey Vg /2]

als einen Schritt betrachten und

(Azy...xpu)vr..vp —p u[vr /@y, ..., v Tk

schreiben.

Definition 2.7: getypter - bzw. gn-Kalkil
Unter dem getypten [3-Kalkil bzw. getypten fn-Kalkil verstehen wir den Kalkil, in dem nur
die 3-Regel bzw. - und n-Regel zugelassen sind.

Der Quelltext gibt eine abstrakte Methode zur Unifikation héherer Ordnung, die die grund-
legenden logischen Themen so klar wie moglich prasentiert. Fs wird nur Unifikation von
Termen im getypten Gn-Kalkil entwickelt.

Es folgen zwei der wesentlichen Ergebnisse, die diesen Kalkiil betreffen.

Satz 2.8: Starke Normalisierung

Jede Folge von fn-Reduktionen ist endlich.

(d.h., daB ausgehend von einem Term t, fiir jede Folge von Reduktionsschritten o — g,
ly =gy ... —py Li =gy ... €in n existiert, so daB ¢, keinen Bn-Redex mehr enthalt, und damit
bricht die Folge nach dem n-ten Schritt ab.)

BEWEIS: Fur n-Reduktion ist anschaulich klar, dal es nur endlich viele Reduktionsschritte
geben kann, da sich der Term mit jeder Anwendung verkiirzt: |(Ax.(tx))|z = |t|z + 8. (Hier
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ist |t|z die Anzahl der Zeichen in )

Zur 3-Reduktion: Wenn der Term ¢ Klammertiefe n hat, dann hat ((Az.s)t) Klammertiefe
n+ 1. Andererseits hat s[t/z] nur Klammertiefe n, d.h. mit jedem g-Reduktionsschritt wird
die Klammertiefe des Terms, auf den die Reduktion angewandt wird, um 1 erniedrigt. Dies
kann aber nur endlich oft geschehen, so dafl auch Folgen von 3-Reduktionen nur endlich sein

konnen.

Satz 2.9: Satz von Church und Rosser

Wenn zwei Lambda-Terme s und ¢ gn-aquivalent sind (s «*g, t), dann gibt es einen Term
u, so daf s —7% wund t =73 u.

(d.h.: wenn zwei Terme #n-aquivalent sind, dann kénnen sie auf den gleichen Term reduziert
werden.)

Wir erhalten daraus das Resultat, daf§ es zu jedem Term eine (bis auf a-Konversion) ein-
deutige fn-Normalform gibt. Man kann zwei Terme auf Aquivalenz testen, indem man ihre
Normalformen ausrechnet und vergleicht.

Satze 2.8 und 2.9 gelten entsprechend fir S-Konversion bzw. n-Konversion.

Beispiel, Def.: 3-Normalform
Fir einen Term ¢ sei t] seine eindeutige f-Normalform. Dann gilt: s «*=5 1 — s|=1].

Konvention, Def.: Kopf

Wir setzen i.a. voraus, dafl Terme in #-Normalform sind, wenn nichts anderes erwahnt wird.
Jeder Term in #-Normalform kann in der Form Azy...x,(aeq...e,,) (fiir ein n > 0) dargestellt
werden, wo der Kopf a atomar ist, d.h. a ist eine Funktionskonstante, eine gebundene Va-
riable oder eine in diesem Term freie Variable, und die Terme ey, ..., e, haben die gleiche
Form. In Analogie zur Notation der Terme erster Ordnung schreiben wir einen solchen Term
AZy...p.al€q, ..., €n). Wir fiihren auerdem eine Kurzschreibweise ein, die an die Notation
von Vektoren angelehnt ist: Axy...x,.e = A\T,.e und AT, f(eq, ..., €,) = AT, f(En).

Definition 2.10: starr, flexibel
Ein Term, dessen Kopf eine Funktionskonstante oder eine gebundene Variable ist, heifit ein
starrer Term. Ist der Kopf eine freie Variable, heifit er ein flexibler Term.

Beispiel: Der Term Ax. F'(Ay.y(x,a), c) ist flexibel, aber sein Unterterm Ay.y(z,a) ist starr.

Wie bereits erwahnt, beschaftigen wir uns hier nur mit der Unifikation von Termen im [7-
Kalkil, und da wir im folgenden untersuchen, aut welche Weise Substitution und folgende
B-Reduktion zwei Terme identisch machen, brauchen wir nicht explizit auf die Rolle der
n-Reduktion eingehen. Die formale Rechtfertigung dafiir ist das nachste Lemma:

Lemma 2.11

Fir zwei Terme s und ¢ gilt: s —% 1t <= Jus—% u —7 1.

n n
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Dies ermoglicht uns, in zwei Schritten auf ﬂn—Aquivalenz zu testen: (1) Reduktion der Ter-
me auf -Normalform und (2) Test dieser Normalformen auf n—Aquivalenz (s =, 1 —
sl ==, t]). Somit 1afit sich n-Konversion ”ausfaktorisieren”, indem wir n—Aquivalenzklassen
von Termen betrachten. Im folgenden suchen wir nach einer Darstellung dieser Klassen
durch kanonische Vertreter.

Definition 2.12: p-expandiert

Sei e = Axy...x,.a(€q, ..., €,) €in Term in -Normalform vom Typ aq, ..., Qpy g1y ooy Qg —
£ mit Grundtyp € 7o. Die n-expandierte Form von e, bezeichnet mit n[e], erhdlt man
durch Hinzunahme k neuer Variablen passenden Typs zu Binder und Matrix des Terms und
rekursives Anwenden der selben Entwicklung auf die Unterterme, so dafl man

n(e) = Av1..@n®ng1.. Togr-a(nled], .., nlen] n{watal], s nlenie])

erhdlt, wo 7(2p4i) = apy fir 1 <7 < k.

Dies ist die Normalform unter der inversen Operation zur n-Reduktion (so dafl n[e] —> ¢) und
ist nur definiert, wenn e bereits in f-Normalform ist. Man kann zeigen, daf} in n-expandierter
Form jedes Atom auf so viele Argumente angewandt wird, wie sein Typ erlaubt, und daf}
die Typen der Matrizen aller Unterterme Grundtypen sind. Diese Form ist niitzlicher als die
n-Normalform, weil so die Typen des Terms und aller Unterterme expliziter sind. Daher ist
es eine angenehme syntaktische Konvention fiir die Darstellung der Kongruenzklassen aller
Terme, die modulo der n-Regel gleich sind. Durch Terminduktion kann man zeigen, daf3
diese expandierten Terme immer existieren und (bis auf a-Konversion) eindeutig sind, so
daB fir zwei Terme s und ¢ in f-Normalform gilt: s «*, t <= n[s] = n[t]. Damit erhilt
der Satz von Church und Rosser die folgende Form:

Satz 2.13:
Fiir Terme s und ¢ gilt: s «=55, 1 <= 7q[s]] = n[t]].

Definition 2.14: L..,, L,

Ly sei die Menge aller n-expandierten Formen, d.h. L., := { nlel] | e € L }. L, ist die
kleinste Teilmenge von L, die L., enthéalt und unter Funktionsanwendung und Lambda-
Abstraktion abgeschlossen ist, d.h. fiir ey, ey € £, sind auch (e1e3) und Az.eq in £,.

Die wesentlichen Figenschaften von L., und L,, die uns erlauben, uns auf n-expandierte
Formen zu beschranken, sind:

Lemma 2.15

Fiir jede Variable x und jedes Paar ¢, ¢’ von Termen passenden Typs gilt:
(1) e, e’ € Loyy = (Ax.€) € Loy, und (e€')| € Lepp;

(2) e L, = el€ Lyp;

(3) e, e’ € L, = (Ax.e) € L, und (e€') € L,;

(4)e€ Ly e = = €Ly
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(5) e,ef € L, = €lefx] € L,.

Diese Abschlufleigenschaften von £, (von denen nicht alle von der Menge der n-Normalformen
erfilllt werden) erlauben formal, dafl wir die n-Regel in den folgenden Abschnitten implizit
lassen, indem wir unsere Methode der Unifikation hoherer Ordnung in der Sprache £, ent-
wickeln, und dafl wir explizit S-Konversion nur als Berechnungsregel betrachten.

Wir formalisieren nun den generellen Begriff der Substitution von Lambda-Termen fur freie
Variablen im fn-Kalkil. Danach zeigen wir, wie diese tber L., spezialisiert werden kann.

Definition 2.16: Substitution, Trager, einfuhren

Eine Substitution ist eine (totale) Funktion o : V — L, so dafl o(x) # @ nur fir endlich viele
x € V gilt, und o typerhaltend ist, d.h. 7(o(2)) = 7(2) fir alle 2 € V.

Ist o eine Substitution, dann heifit D(o) := { = | o(x) # « } der Triger (domain, sup-
port) von o. Die Substitution mit leerem Trager heifit Identititssubstitution oder einfach
Identitdt und wird mit Id bezeichnet. Die Menge der von o eingefihrten Variablen ist

1(0) :=Usen(o) F'V(o(z)).

Ein trickreicher Punkt dieser Definition ist, dal Substitutionen totale Funktionen sind, die
fast iberall trivial sind (d.h. nur auf einer endlichen Menge von Variablen nicht-trivial).
Wenn der Tréger einer Substitution o die Menge { x1,...,2, } ist und ¢; = o(z;), dann
schreiben wir o = [t1/x1, ..., t,/x,) und o(u) = ulty /@1, ..., tn/xn].

Definition 2.17: umbenennend, Einschrankung

Eine Substitution p heifit umbenennend weg von W, falls p(z) fiir jedes x € D(p) eine Va-
riable ist, I(p) "W = @ und fir z,y € D(p) gilt: p(z) <, p(y) = =z =y. Wenn W
unwichtig ist, heit p einfach umbenennend . Die Einschrankung einer Substitution o auf
eine Menge W', bezeichnet als o|w:, ist die Substitution o', fiir die gilt: ¢’ = o auf W/,
o' = Id sonst.

Statt "umbennende Substitution” sagen wir auch kurz Umbenennunyg.

Da L frei erzeugt ist, hat jede Substitution o : V' — L eine eindeutige Fortsetzung & : £ — L,
die wie folgt definiert wird:

Definition 2.18: Fortsetzung &
Sei o_, 1= U|D(U)\{x}. Fir jede Substitution o definiere die Fortsetzung & durch:

(1) ?(:1;) =o(x),VYr eV;

Somit laBt eine Substitution auler den freien Variablen eines Terms alles fest. Im folgenden
werden wir ¢ und & identifizieren.
Man beachte: Durch unsere Annahme, dafl die Mengen der freien und gebundenen Varia-
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blen stets disjunkt sind, kann es durch Anwendung einer Substitution nie zu einem ”variable
capture” kommen.
Man kann leicht zeigen, dafl der Typ eines Terms durch Substitutionen nicht geandert wird.

Bemerkung: Es ist wichtig, dal mit o(e) stets das Resultat nach Anwenden der Substi-
tution o auf e ohne 3-Reduktion gemeint ist; mit o(e)] bezeichnen wir das Resultat von
Anwendung der Substitution und anschlieBender 3-Reduktion. Diese untbliche Trennung
zwischen Substitution und anschlieBender 3-Reduktion ist niitzlich, da wir spater die genau-
en Effekte dieser beiden Operationen auf Lambda-Terme untersuchen wollen.

Definition 2.19: Vereinigung, Komposition zweier Substitutionen

Die Vereinigung der zwei Substitutionen o und 6 mit disjunkten Tragern (D(o) N D(8)
ist definiert durch:

(cUb)(z)=o0(x),x € D(o);

(cUb)(x)=0(x),x € D)

(cU0)(x) = x, sonst.

Die Komposition (Hintereinanderausfihrung) von o und 6 ist die Substitution oo, die durch
gof(x):= é(a(:z;)) definiert ist. Achtung: Die Schreibweise ist anders als gebrauchlich: die
am weitesten links stehende Substitution wird zuerst ausgefiihrt.

0)

Definition 2.20: gleich iber W, allgemeiner uber W, unabhangig

Es sei W eine Menge von Variablen. Zwei Substitutionen o, 8 heiflen gleich wber W, in Zei-
chen o = 0 [W], falls Vo € W,o(x) = 0(x). o und 0 heilen §-gleich iber W, in Zeichen
o =50 [W], falls Vo € W,o(x) <255 0(x) bzw. o(x)|= 0(x)]|. Die Relationen =, und =g,
werden entsprechend unter Nutzung von «*—, und «*—g, definiert.

o heiit allgemeiner als 6 iber W, in Zeichen o < @ [W], falls es eine Substitution 5 gibt, so
daB 6§ = o o [W], und wir definieren o <z 6 [W], falls es eine Substitution n’ gibt, so daf
6 =5 oon' [W]. Analog werden <, und <g, definiert. Wenn W die Menge aller Variablen
ist, lassen wir das ”[W]” weg.

o und @ heiflen unabhingig, falls weder o <g, 6 noch § <g, o.

Der Vergleich von Substitutionen modulo -, - und n-Konversion wird durch das folgende
Lemma gerechtfertigt, welches durch einfache Terminduktion bewiesen werden kann:

Lemma 2.21
Es seien o und 0 zwei beliebige Substitutionen, so dafl entweder 0 =5 0, 0 =,, 0 oder o =g, 0.
Dann gilt fiir jeden Term u (jeweils) o(u) <25 O(u), o(u) «=, 6(u) bzw. a(u) «=5, 0(u).

Wir zeigen nun, dal wir den Substitutionsbegriff vollig mit der Sprache £, in Zusammen-
hang bringen konnen, ohne Unklarheiten zu verursachen.

Definition 2.22: normalisiert
Eine Substitution 8 heifit normalisiert, falls fiir jede Variable x € D(0) gilt: 0(x) € Ly
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O.B.d.A. konnen wir annehmen, daf es in keiner normalisierten Substitution eine Bindung
n(x)/x fiir eine Variable x gibt. Eine normalisierte, umbenennende Substitution hat die
Form [n[y1]/®1, ., n[yn]/2n]; wendet man diese Substitution an und B-reduziert dann, so ist
der Effekt eine Umbenennung der Variablen x4, ..., z, in 41, ..., y,. Das folgende Korollar von
Lemma 2.15 zeigt, warum es sinnvoll ist, normalisierte Substitutionen zu verwenden:

Korollar 2.23
Ist 6 eine normalisierte Substitution und e € L., dann gilt §(e) € L, und (e)| € L ,,p.

Wenn o und § normalisiert sind, dann gilt 0 =5, § <= o = 0. Wenn 0 zu §' normalisiert
wird, dann gilt " =g, 0.

Konvention

Ab jetzt nehmen wir i.a. an, dafl Substitutionen normalisiert sind. Dadurch konnen wir
Substitutionen modulo n-Aquivalenz vergleichen (— rausfaktorisieren), so daff wir z.B. statt
<g, <g verwenden koénnen.

Die Komposition zweier normalisierter Substitutionen ist nicht automatisch normalisiert,

z.B.ist [Ax.G(a)/F]o [My.y/G] = [Ma.((Ay.y)a/F, My.y/G], und nicht = [Ax.a/F, Ay.y/G].

Definition 2.24: idempotent
Eine Substitution o heifit idempotent, falls 0 0 0 =g, o.

Eine hinreichende Bedingung fir Idempotenz gibt das

Lemma 2.25
Fine Substitution o ist idempotent, wenn /(o) N D(o) = 0.

DaBl wir 0.B.d.A. nur mit idempotenten Substitutionen arbeiten konnen, zeigt das folgende
Resultat, welches zeigt, daBl jede Substitution (bis auf Umbenennungen) zu einer idempo-
tenten Substitution aquivalent ist.

Lemma 2.26
Fiir jede Substitution ¢ und eine Menge von Variablen W O D(o) gibt es eine idempotente
Substitution o', so dafl D(o) = D(0’),0 <g, ¢’ und o' <3, o [W].

Im allgemeinen vereinfacht die Annahme der Idempotenz die Problematik. In einem spateren
Abschnitt werden wir spezielle Motivationen fiir die Benutzung idempotenter Unifikatoren
geben.

Bevor wir mit der Transformationsmethode fiir den Fall erster Ordnung weitermachen, fithren
wir den Begriff der Multimenge ein.
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Definition 2.27: Multimenge, Vereinigung von Multimengen

Eine Multimenge tiber einer Menge A ist eine ungeordnete Folge von Elementen von A, in
der ein Element auch mehrmals auftreten darf. Formaler ist eine Multimenge tiber A eine
Funktion M : A =N | so daf} ein Element a € A exakt n-mal in M auftritt, falls M(a) = n.
a gehort nicht zu M, wenn M(a) = 0, und wir schreiben ¢« € M <=  M(a) > 0.
Die Vereinigung von zwei Multimengen M, M,, in Zeichen M; U M, ist definiert durch
(My U Msy)(a) := My(a) + Ms(a).

Um Verwechslung von Mengen und Multimengen zu vermeiden, werden wir immer genau an-
geben, wann ein Objekt eine Multimenge sein soll. Man beachte, dal Mengen-Vereinigung
und Multimengen-Vereinigung unterschiedliche Begriffe sind, da z.B. fir eine nichtleere Mul-

timenge A gilt: AU A # A.

3. Transformationen im Fall erster Ordnung

Wir werden nun Unifikation von Termen erster Ordnung definieren und eine abstrakte Sicht-
weise des Unifikationsprozesses als ein System nicht-deterministischer Regeln zur Umfor-
mung eines Unifikationsproblems in eine explizite Darstellung seiner Losung (falls l6sbar)
prasentieren; im nachsten Abschnitt werden wir dies auf den Fall hoherer Ordnung aus-
dehnen. Dieser elegante Ansatz stammt aus [33], aber tauchte implizit schon in Herbrands
Arbeit [25] auf.

Alle Terme in diesem Abschnitt sind Terme erster Ordnung, also gibt es keine Lambda-
Abstraktionen, keine Variablen im Kopf von Termen, und fiir jeden Term ¢ ist F'V(¢) die
Menge aller Variablen in {. Jeder Term erster Ordnung ist trivialerweise in L.,,,.

Unsere Darstellung der Unifikationsprobleme ist die folgende:

Definition 3.1: Term-Paar, Unifikator, Term-System

Ein Term-Paar (oder Paar) ist eine Multimenge von zwei Termen (Schreibweise (s,1)). Eine
Substitution 6 heifit ein Standard-Unifikator (oder einfach Unifikator) des Paares (s,t), falls
0(s) = 0(t). Ein Term-System (oder System) ist eine Multimenge solcher Paare, und eine
Substitution # ist ein Unifikator eines Systems, wenn sie jedes Paar unifiziert. Die Menge
der Unifikatoren eines Systems S wird mit U(S) bezeichnet, und wenn S nur aus dem Paar
(s,t) besteht, bezeichnen wir die Menge seiner Unifikatoren mit Ul(s, ).

Definition 3.2: mgu (allgemeinster Unifikator)

Eine Substitution o ist ein mgu (most general unifier) oder allyemeinster Unifikator eines
Systems S, wenn

(i) D(o) C FV(5);

(i) o € U(S);

(iii) Fir jedes 8 € U(S) gilt o < 6.
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Fir unifizierbare Systeme gibt es immer mgu’s, und diese sind eindeutig bis auf Umbenen-
nungen. Wir werden daher von dem mgu eines Systems sprechen, in Zeichen: mgu(5).

Definition 3.3: gelost, ungelost

Ein Paar (x,t) ist in geldster Form in einem System S, und x heifit in diesem Paar eine
geloste Variable, wenn x eine Variable ist, die nirgendwo anders in S auftaucht; insbesondere
x ¢ FV(t). Ein System ist in geldster Form, wenn alle seine Paare in geldster Form sind.
Eine Variable ist ungelost, wenn sie in S auftritt aber nicht gelost ist.

Man beachte, daf} ein System in geloster Form immer eine Menge (keine doppelten Eintrage)
von Paaren ist. Die Bedeutung von Systemen in geloster Form zeigt:

Lemma 3.4
Sei S = { (x1,t1), ..., (Tn,tn) } in geloster Form. o = [t /21, ..., t,/x,] ist ein idempotenter

mgu von S. Auﬁerdem gilt flir jeden Unifikator § € U(S), dal § = 00 6.

BEWEIS: Fiir jeden Unifikator 6 gilt nach Definition 0(x;) = 0(¢;) = 0(o(x;)),1 < ¢ <n, und
fiir andere x gilt o(x) = x, also ebenfalls 6(x) = 0(c (:1;)) ist offensichtlich ein mgu, und
da S'in geloster Form ist gllt nach Definition D(c)N1(c) = 0, also ist o idempotent. |Q.E.D. | m

Streng genommen ist die Substitution ¢ hier mehrdeutig fir den Fall, da mindestens ein
Paar in S aus zwei gelosten Variablen besteht; aber da mgu’s als eindeutig bis auf Umbenen-
nungen betrachtet werden und solche Paare beliebig umbenannt werden konnen, bezeichnen
wir diese Substitution mit og. Als Spezialfall gilt og = Id.

Wir zerlegen die Suche nach mgu’s folgendermafien:

Wenn 6(u) = 6(v), dann ist entweder (i) u = v und keine Unifizierung nétig, oder (ii)
u = f(uy,...u,) und v = f(vy,...,v,) fiir ein Funktionssymbol f € ¥, und 0(u;) = §(v;) fir
1 <@ < n,oder (iii) u ist eine Variable, die nicht in F'V(v) ist oder umgekehrt. Wenn u eine
Variable ist, die nicht in F'V(v) ist, dann ist [v/u] € U(u,v) und [v/u] < 6. Dehnen wir dies

auf Systeme von Paaren aus, haben wir ein Transformationssystem zur Suche nach mgu’s:

Definition 3.5: System der Transformationsregeln S7
Sei S ein beliebiges System (evtl. leer), f € ¥ und u,v zwei Terme. Dann haben wir die
folgenden Transformationen:

{{(u,u) JUS = § (1)
{ (flury e tn), f(or,v,)) TUS = { (ug,v1), .o, (Up,v,) FUS (2)
{ (z,0) JUS = { (z,v) }Uo(9), (3)

wo x eine Variable ist, die in S auftaucht, so dafl « ¢ F'V(v) und o = [v/x].

(Man sollte daran erinnern, dafi Systeme Multimengen sind, also sind die hier auftretenden
Vereinigungen Multimengen-Vereinigungen. Damit ist die Bedeutung, auf der linken Seite
ein einzelnes Paar zu isolieren, dafl transformiert werden soll. Dabei entsprechen die Regeln



KAPITEL 3: TRANSFORMATIONEN IM FALL ERSTER ORDNUNG 15

(1) - (3) den Féllen (i) - (iii) aus der Vorbemerkung. Transformation (2) heifit Termzerlegunyg,
und Transformation (3) heifit Variablenelimination. Wir schreiben § € Unify(S), wenn es
eine Folge von Transformationen

S = .. —= 9

gibt, so dal S” in geloster Form ist und § = og. (Wenn keine der Transformationen an-
gewandt werden kann und das System nicht bereits in geloster Form ist, schlagt die hier
angegebene Prozedur fehl.)

Wahlt man S = { (u,v) }, dann kann man mit diesem System einen Unifikator fiir zwei
Terme wu, v suchen.

Beispiel 3.6

Diese Transformationen erhalten die logisch invarianten Eigenschaften eines Unifikationspro-
blems in folgendem Sinn:

Lemma 3.7

Falls S durch eine Transformation aus S7 in S’ tibergeht, dann gilt U(S) = U(S").

BEWEIS: Fiir Regeln (1) und (2) ist dies klar. Zu Regel (3): Sei { (x,v) }US =3
{ (x,v) }Uo(S) mit o = [v/x]. Fiir jede Substitution § mit §(x) = 0(v) gilt § = 00 0, da
sich o 0 @ nur an der Stelle x von 6 unterscheidet, aber §(z) = 0(v) = §(o(x)) = o 0 (9( ).
Daher gilt

0 € U({ (z,v) }US)

< f(x)=0(v) und § € U(5)

< f(x)=0(v)und 00§ € U(95)
< fO(x) =0(v) und § € U(c(9))
— e U({ (z,v) }Uo(5)). |Q.E.D

Hierbei ist der entscheidende Punkt, dafl die wichtigste Figenschaft eines Unifikationspro-
blems, seine Losungsmenge, unter diesen Transformationen erhalten bleibt. Also ist unsere
Methode, ein solches Problem in eine triviales (gelostes) Form zu transformieren, in der die
Existenz eines mgu offensichtlich ist, korrekt.

Wir zeigen nun Korrektheit und Vollstandigkeit dieser Transformationen:

Satz 3.8: Korrektheit
Falls S =* S mit S in geloster Form, dann gilt og € U(S).
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(d.h.: Wenn das Verfahren mit einem geldsten System abbricht, dann ist der ablesbare Uni-
fikator auch Unifikator des Ausgangssystems S.)

BEWwWEIS: Nach Lemma 3.7 gilt der Satz fiir je einen Transformationsschritt, durch Induktion
also auch fiir eine Folge solcher Schritte. Also haben wir U(S) = U(S’). Daraus folgt die

Behauptung.

Satz 3.9: Vollstandigkeit
Sei 6 € U(S). Dann muf jede Folge von Transformationen

S:SO — Sl — SQ — ...

nach endlich vielen Schritten mit einer gelosten Form S” abbrechen, so dafi o < 6.
(d.h. das Verfahren terminiert immer und liefert einen Unifikator, der allgemeiner als jeder
beliebige Unifikator, also ein mgu ist.)

BEWEIS: Wir zeigen zunachst, dafl jede Transformations-Folge terminiert. Wir definieren
ein Komplexitatsmaf p, daff jedem System S eine Komplexitat u(s) = < m,n > zuordnet,
wo m die Anzahl der ungelosten Variablen des Systems und n die Summe der Groflen aller
Terme des Systems sind. Uber die lexikographische Ordnung (d.h. < mq,ny > kleiner als
< mg,ny >, falls my < my oder my; = my und ny < ng) lassen sich die Systeme anordnen.
Jede Transformation iiberfithrt ein System in ein neues, das echt kleineres Maf} hat: (1) und
(2) verkleinern offensichtlich n, da (1) einen Term entfernt und (2) einen Term durch alle
seine echten Unterterme ersetzt. (3) verkleinert m, da die Variable x nach (3) gelost ist.
Da es keine unendliche monoton fallende Folge natirlicher Zahlen gibt, bricht das Verfahren
also auf jeden Fall ab.

Also bricht jede der obigen Folgen S = 5y =— 57 = S; = ... mit einem System
S" ab, in dem keine weiteren Transformationen mehr méglich sind. Wegen 6 € U(S) und
Lemma 3.7 gilt § € U(S’), somit kann S” keine Paare der Form (f(t1,...,t.), g(t},...t..))
oder (x,t) mit # € F'V () enthalten (die nicht unifizierbar waren). Da keine Transformation
mehr anwendbar ist, miissen alle Paare in geloster Form sein, d.h. 5" ist gelost. Schlieflich

folgt aus § € U(S") mit Lemma 3.4: o5 < 6.

Setzt man diese zwei Satze zusammen, sieht man, dal S7 immer einen mgu fir ein unifi-
zierbares System von Termen findet.

Tatsdchlich haben wir mit Satz 3.9 sogar eine starkere Aussage gezeigt: Wir haben gezeigt, daf alle
Transformationsfolgen terminieren und daf jede Folge, die mit einem unifizierbaren System startet,
schlieBlich in einer geltste Form endet. Dies ist moglich, da das Problem entscheidbar ist. Fiir den
Beweis der Vollstandigkeit hétte es gereicht zu zeigen, dafl zu unifizierbarem 5 irgendeine Folge
von Transformationen existiert, die in einer gelésten Form endet, weil dann eine vollstandige Such-
strategie (z.B. Breitensuche) eine geldste Form finden kénnte. Diese Form der Vollstindigkeit, die
man auch nichtdeterministische Vollstindigkeit nennen kann, werden wir bendtigen, um Losungen
bei der Unifikation von Systemen hoherer Ordnung zu finden, wo das allgemeine Problem unent-
scheidbar ist.
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Manchmal ist es ntitzlich, mit idempotenten Unifikatoren zu arbeiten, die umbenennend weg
von einer Menge ”geschiitzter” Variablen sind, aber allgemeinst tiber der Menge der Varia-
blen des Ausgangssystems sind. Die folgende Definition prazisiert dies:

Definition 3.10: mgu weg von W

Es sei S ein System und W eine Menge "geschiitzter” Variablen. Dann heifit eine Substitu-
tion o ein mgu von S weg von W (kurz: mgu(S)[W1]), falls

(i) D(o) C FV(S) und I(c)N (W U D(c)) = 0;

(i) o € U(S);

(iii) Fir jedes 8 € U(S) gilt o < 8§ [FV(5)].

(d.h.: ein mgu(S)[W] ist ein idempotenter mgu(S), der keine der Variablen in W einfiihrt.)

Lemma 3.11
Sei S ein unifizierbares System, und W eine geschiitzte Menge von Variablen. Dann existiert
eine Substitution o, die ein mgu(S)[W] ist.

4. Transformationen im Fall hoherer Ordnung

Unifikationsprobleme hoherer Ordnung sind komplexer, da es Variablen vom Funktionstyp
gibt und wir mit Scope und gebundenen Variablen arbeiten missen. Aus dieser zusatzlichen
syntaktischen Komplexitat ergeben sich einige wichtige Konsequenzen: Zunachst ist die Uni-
fikation von Termen hoherer Ordnung unentscheidbar. Dann gibt es keine mgu’s mehr, und
wir miissen den komplexeren Begriff der wollstindigen Menge von Unifikatoren einfithren.
SchlieBlich kann der Suchraum beim Unterproblem, zwei flexible Terme zu unifizieren, un-
endlich verzweigen, was eine vernunftige Implementierung unmoglich macht.

Definition 4.1: Unifikator

Die Begriffe Paar und System von Termen tbertragen sich vom Fall erster Ordnung. Eine
Substitution @ ist ein Unifikator fiir zwei Lambda-Terme e; und ez, falls 6(e1) <=5, 0(e2).
6 unifiziert ein System S, wenn 6 jedes Paar aus S unifiziert. Die Menge aller Unifikatoren

fiir S heifit U(S), und wie bisher schreiben wir kurz U(s, 1), falls S = { (s,1) }.

Diese Definition ist allgemeiner, als wir sie benotigen werden, da wir unseren Ansatz in £,
entwickeln werden, um n-Konversion ausfaktorisieren zu kénnen (vgl. Abschnitt 2). Daher
sagen wir fiir zwei Terme s,t € L, daf} eine normalisierte Substitution 8 in U(s, t) liegt, falls
0(s) «==5 (1) bzw. falls 0(s)|= 0(1)].

Ein Termpaar in einem System S ist gelost, wenn es die Form (n[x], t) hat, wobei die Variable
 in S nur einmal auftaucht; S ist gelost, wenn jedes Paar in S gelost ist. In Abweichung
von der Nutzung der n-expandierten Form werden wir Paare der Form (n[x],t) als (x,1) dar-
stellen, um ihre Entsprechung zu Bindungen ¢/ in Substitutionen (im Fall erster Ordnung)
hervorzuheben.
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Beispiel 4.2

Sei u = f(a,g(Ae.G(Ay.x(b)))) und v = F(Ax.x(z)).

Dann liegt 0 = [Axs. f(a, g(22))/ F, Aas.xs(22)/G,b/z] in U(u,v), da §(u)]= 0(v)]:

) = Flar 9GO (D)Aes (g2} Fo Aas.as(22) /G b/

= e, g O[Oz (b))

i Har g [Og-a(6))22])

s fagOhra(6))) und

00) = F v (=) fa, g2 s Aas.s(22) /G b/
= (e (o () O (b)

s Fla g (D)

Definition 4.3: Unifikationsproblem (n-ter Ordnung)

Es sei ¥ eine Menge von Funktionskonstanten. Dann ist das Unifikationsproblem fir die von
Y erzeugte Sprache L, fiir beliebige Terme e, e’ € L zu entscheiden, ob die Menge U(e,¢’)
nicht-leer ist. Das Unifikationsproblem n-ter Ordnung ist, das Unifikationsproblem fiir eine
beliebige Sprache n-ter Ordnung zu entscheiden.

Satz 4.4: Unentscheidbarkeit
Das Unifikationsproblem zweiter Ordnung ist unentscheidbar. (ohne Beweis)

Neben der Unentscheidbarkeit ergibt sich das Problem, dafl mgu’s nicht mehr existieren
miissen. So haben z.B. die zwei Terme F(a) und a die Unifikatoren [Ax.a/F]| und [Az.x/F],
aber es gibt keinen Unifikator, der allgemeiner als beide ist. Dies fithrt uns zu einer Er-
weiterung des Begriffs mgu(S)[W] auf die Falle héherer Ordnung, in der wir vollstindige
Unifikatormengen betrachten.

Definition 4.5: Vollstandige Unifikatormenge

Zu einem System S und einer endlichen Menge ”geschtuitzter” Variablen W, heifit eine Men-
ge U von normalisierten Substitutionen vollstandige Unifikatormenge fir S weg von W oder
kurz CSU(S)[W] (CSU = complete set of unifiers), falls

(i) Fir alle 0 € U gilt D(o) € FV(S) und I(o) N (W U D(0)) = 0;

(il) U C U(S);

(iii) Fir jedes normalisierte § € U(S) gibt es ein o € U, so daBl o <g [FV(9)].

Die erste Bedingung heifit Reinheitsbedingung, die zweite Kohdarenzbedingung und die letzte
Vollstindigkeitsbedingung. Besteht S nur aus dem Paar (u,v), schreiben wir kurz C'SU(u, v)
[W]. Wenn es auf W nicht ankommt, lassen wir "[W]” weg.

DaBl wir beim ausschliefilichen Betrachten normalisierter Substitutionen die Allgemeinheit
nicht verlieren, kann man daran sehen, dafl jede Substitution zu einer normalisierten Sub-
stitution fBn-gleich ist. Wir geben nun fir diesen neuen Zusammenhang eine Version von
Lemma 3.11, die zeigt, daf auch Bedingung (i) die Allgemeinheit nicht einschrankt.
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Lemma 4.6

Fir ein beliebiges System S, eine Substitution § und eine Menge W geschiitzter Variablen
gibt es zu jedem 6 € U(S) eine normalisierte Substitution o, so daf

(i) D(o) C FV(S) und I(c)N (W U D(c)) = 0;

(i) o € U(S);

(iii) o <g, O[FV(S)] und 0 <g, o[FV(S5)].

BEWEIS: Falls 0 = 0|py(s) Bedingung (i) gentigt, folgt die Aussage trivial. Anderenfalls,
sei fur 1(0) = {x1,....,xn} {y1,...,yn} eine Menge neuer Variablen, die disjunkt mit den
Variablen in W, I, FV(S) ist, so dafl 7(x;) = 7(y;) fir 1 < ¢ < n. Definiere umbenennende

Substitutionen p; = [n(y1)/ 1, oo n(yn)/xn] und py = [n(21)/y1, ..o n(@n)/yn], setze o' =
Hopy |FV(S), und sei o die normalisierte Version von ¢’. Dann erfiillt o sicherlich (i), und wegen

o =g, Qop1[F'V(S5)] haben wir den zweiten Teil von (iii). Da nun pyopy =g, I[d[F'V(S)UI(0)],
folgt § =g, Ooprop[FV(S)UI(0)]. Aus o =g, o p[FV(9)] folgt dann § =4, oops[FV(S5)],
und damit o <g, 9[FV(5)], was den ersten Teil von (iii) zeigt. Um (ii) zu zeigen, stellen
wir fest, daB fiir jedes Paar (u,v) € S gilt: 6(u) = 6(v) |, und fir jeden Term t gilt
o'(t) <=3, o(t), und damit

o(u) <y o'(1) = p1(0(u)) =5, pr(0(w)]l) = pr(0(v)]) 5, pr(0(v)) = o' (v) <, (),
was zeigt, dafl o € U(9).

Dies zeigt, daf} fir beliebige S und W die Menge aller normalisierenden Unifikatoren, die
Bedingungen (i) und (ii) von Definition 4.5 erfiillen, ein C'SU(S)[W] ist. Insbesondere ver-
lieren wir nicht die Allgemeinheit, wenn wir im folgenden nur normalisierte idempotente
Unifikatoren § mit D(0) N 1(0) = B betrachten, was unsere Darstellung vereinfachen wird.
Zum Schluf} untersuchen wir die Bedeutung von System in geloster Form in £,

Lemma 4.7
Wenn S = { (¢1,t1),...,(xn,t,) } ein System in geloster Form ist, dann ist {og} ein

CSU(S)[W] fir jedes W mit W N FV(S) = 0.

BEWEIS: Die ersten beiden Bedingungen aus Definition 4.5 sind erfillt, da og ein idempo-
tenter mgu von S ist, W N FV(S) = 0 und I(os) € F'V(S). Ist nun 6 € U(S), dann gilt
0 =5 0500, da 0(x;) <5, 0(t;) = 0(os(x;)) fiir 1 <o <n,und O(x) = O(os(x)) fiir andere
z. Also o0g <g 0, und damit auch og <g 9[FV(9)].

Wir kommen nun zum entscheidenden Teil dieser Ausarbeitung, in dem wir das Transfor-
mationssystem &7 aus Kapitel 3 fir die Falle hoherer Ordnung verallgemeinern.
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4.1 Transformationen fiir die Unifikation hoherer Ordnung

Wir werden den Prozefl der Unifikation hoherer Ordnung wie folgt untersuchen. Ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit wollen wir annehmen, dafl © und v zwei Lambda-Terme in
L.;, sind und dafl 0 ein idempotenter normalisierter Unifikator fiir v und v ist. Also gibt es
eine Folge von Reduktionen in 3-Normalform: 6(u) —7% w <3 #(v). (Man beachte, daf} diese
Folge trivial ist, wenn alle von dieser Substitution erzeugten Instanzen von erster Ordnung
sind, da es dann keine #-Reduktion gibt.) Wir werden diese Folge top-down untersuchen,
wobei wir die folgenden fiinf Falle unterscheiden:

(A) u = v: keine Unifizierung nétig (in den tibrigen Féallen gelte also u # v.)

(B) In beiden Termen verandert keine Substitution den Kopf:

Dann gilt Head(u) = Head(v), und wegen u # v haben wir |u],|v] > 0. Es seien v =
ATg.a(Uy), w = ATg.a(w,) und v = AT.a(7,), wobei n > 0 und entweder ¢ € ¥, a = x;
flir ein ¢ : 1 < ¢ < k, oder a ist eine freie Variable mit « ¢ D(6). Es mufl dann gelten:
O(ATr.u;) =5 ATpw; 5 0(ATg.v;) fir 1 <@ < n, d.h. die Unterterme von v und v werden
paarweise von f unifiziert.

(C) Die Terme haben die Form u = A\7;. F(T%), v = AT;.0', flir eine Variable F' und einen
Term o', wobei F' ¢ FV(v):

In diesem Fall muf gelten 0(\7. F(T%)) <=5 0(ATr.0") mit F' ¢ FV(v), und wenn § =
[A\yr.t/F)U @, dann gilt wegen O(F) 5 (AT . F (7)), daB 0(F) <=z §(ATf.v"), wobei F
nicht in v’ auftritt. Somit kénnen wir dieselbe Argumentation wie im Fall erster Ordnung
anwenden: Setzen wir o = [ATg.0"/F], dann gilt § =5 0 06, da o und o o 6 sich nur bei F
unterscheiden, aber 0(F') «==5 0(A\Tr.0") = o 0 O(F).

Dies zeigt, dafl ein Termpaar dieser Form einen mgu besitzt. (z.B. werden Az.F(x) und
Ax.f(x,z) durch § = [My.f(y,a)/F, a/z] unifiziert, aber o = [Ay.f(y,z)/F] ist ein mgu.)
Dies ist eine Verallgemeinerung der Variablenelimination fir den Fall hoherer Ordnung, da
u (bis auf n—Aquivalenz) einfache eine Variable ist, die nicht in F'V(v) auftaucht.

(D) Im Kopf nur eines der Terme findet eine Substitution statt: Dieser Term sei 0.B.d.A. u
(d.h. Head(w) = Head(v)). Dann sei u = \7. F(uy,), v = A\Tg.a(v,) fir ein Atom a # F,
welches entweder eine Funktionskonstante, eine gebundene Variable oder eine freie Variable
¢ D(8) ist. Um die beiden Terme zu unifizieren, muf} an einer Stelle der 3-Reduktionsfolge
von f(u) nach w der Kopf von u zu a werden. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder
Imitation des Kopfes von v durch Substitution eines Termes fiir F', dessen Kopf a ist, oder
Substitution eines Termes fiir F', der auf einen Unterterm von v projiziert (d.h. es gibt in
v einen Unterterm, dessen Kopf dann gematcht werden kann). Projektion ist nur méglich,
wenn F' vom Typ héherer Ordnung ist.) Wir betrachten im folgenden diese beiden Fille.

Imitation: Die Substitution fir F' matcht das Kopfsymbol von v durch Imitieren des Kopf-
symbols a, wo a € Y oder a eine freie Variable ¢ D(#) ist (wie in Beispiel 4.2: v =

fla,g(Axe.G(Ay.x(b)))), v = F(Ax.x(z)), 0 = [Axa.f(a,g(x2))/F, Aes.xs(z2)/G,b/z]). Al-
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so gilt O(F) = Az,.a(T,) fiir Terme 7, und wir haben eine Reduktionsfolge der Form
0(ut) = OOTE (N7 ) 5 OOTEa(7) 35 0T (7)),

wo 1 = rifur/z1, e, un/z,) flir 1 <0 < m. (Wegen der Idempotenz von § instanziieren wir
in dieser Folge zur Anschauung den Term u nur teilweise mit der Bindung fiir den Kopf F'.)

Projektion: Die Substitution fir F' versucht, das Kopfsymbol a von v durch Projektion auf
einen Unterterm von u zu matchen. Es gibt drei Arten, dies zu tun, in Abhangigkeit vom
Kopfsymbol des Terms, auf den projiziert wird.

Zunachst konnte ein Unterterm von u den Kopf a besitzen und das Matchen erlauben: z.B.
werden F'(Az.f(x,¢)) und f(b,¢) durch die Substitution [Ay.y(b)/F] (hier ist also f das
Kopfsymbol) unifiziert.

Die zweite Moglichkeit fiir eine Projektion ist, dafl vielleicht ein Unterterm von u flexibel ist
(d.h. sein Kopf ist eine freie Variable) — dann konnen wir versuchen, diesen Kopf mit v zu
matchen. Z.B. werden F(Ax.G(x,a)) und b durch [Ay.y(b)/F, Axqxy.21/G] unifiziert.

Die dritte Moglichkeit ist, dafl der Unterterm selbst eine Projektion ist, und nach einer Reihe
von Reduktionsschritten entsteht ein Term, der entweder flexibel ist (dann weitermachen)
oder dessen Kopf a ist, so daB wir matchen kénnen. Z.B. unifiziert 8 = [Ay1.y1(Ay2.y2(a))/ F]
die beiden Terme u = F(Axy.21(Axa. f(22))) und v = f(a) auf folgende Art:

O(u) = [Ayr.y1(Ayz.y2(a)) Aer.a1(Aeg. f(22))

—5 [Arr.ar(Aza. f(22))] Aya.y2(a)

—5 (Ay2.y2(a))Aae. f(2g)

—5 (Axz. f(22))a

s fla) = 0(f(a)).

Wenn wir den Kopf eines flexiblen Terms u = A7y F(u,) durch eine Projektion ersetzen,
sind wir durch den Typ von F' darauf beschrankt, auf einen Unterterm w; zu projizieren,
der den Typ von w erhalt. Insbesondere — da wir F' nur durch einen Term vom gleichen
Typ ersetzen konnen, und da Unifikation nur fir Terme des gleichen Typs definiert ist — gilt:
Ist 7(u) = 7(v) = a1, ...,a — 3, dann muf 7(u;) ein Typ der Form 71, ...,y — [ sein,
damit das Ergebnis der Projektion den Typ von u erhalt. Also muf} der Typ der Matrix (in
t = A\Ty.e ist e die Matrix von ) von u; gleich dem von u sein, und die Substitution muf}
fiur alle Variablen im Lambda-Binder von u; Argumente zur Verfiigung stellen. Wenn also
O(F) = Azn.2(Tor) fiir ein ¢ : 1 <7 < nist, dann muf u; die Form w; = Ag7.u! haben, wobei
die Matrix von u/ den selben Typ hat wie die Matrizen von u und v. In diesem Fall kann
der Kopf @ von u eine Funktionskonstante, eine freie Variable oder eine gebundene Variable
(d.h. eines der z;) sein, und damit haben wir eine Reduktionsfolge der Form

O(u) = O(ATE.[NZ0.2i(Tr) JU]) = OOATR [(AFr i) ])
—5 0T (Ip)) = 0(ATE-a(Dn)),

wo = rilur /21, e un /2] fiir 1 <0 < m!, ATR.d/(T,) = TR [(A\Fmrul)r! ])] und entweder
a’ = a oder a ist eine freie Variable aus D(0).



KAPITEL 4: TRANSFORMATIONEN IM FALL HOHERER ORDNUNG 22

(E) In den Képfen beider Terme treten Substitutionen auf.

Dann sei v = AT;.F(u,) und v = AT;,.G(U,,) mit F,G € D(#). Hier miissen wir eventuell
die beiden Kopfe F' und & matchen, aber dafiir haben wir viele Moglichkeiten. Um unsere
Analyse zu vereinfachen, versuchen wir, diesen Fall (falls méglich) auf den vorangegangenen
Fall zu reduzieren. O.B.d.A. konzentrieren wir uns auf die Bindung, die fir die Variable F
gemacht wurde. Dann gibt es zwei Unterfalle.

(i) 0 ersetzt F' durch einen Nicht-Projektionsterm, z.B. 0(F) = Az,.a(5,), wo a # G keine
gebundene Variable ist (und wegen Idempotenz nicht in D(#) ist), und dann (eventuell) eine
p-Reduktion verursacht, wonach wir das Ergebnis gemaf Fall (D) untersuchen kénnen.

(ii) 8 ersetzt F' durch einen Projektionsterm (der den oben diskutierten Typerhaltungsbe-
dingungen geniigt), z.B. 0(F) = A\z,,.z;(1,). Wenn dann nach Reduktion in Normalform das
Kopfsymbol entweder eine Funktionskonstante, eine gebundene Variable oder eine Variable
¢ D(0) ist, konnen wir das Ergebnis mit Fall (D) untersuchen. Ist der Kopf eine Variable in
D(0), kénnen wir (rekursiv) Fall (E) auf diese neuen Terme anwenden.

Durch rekursives Anwenden dieser Analyse auf die erzeugten Unterprobleme konnen wir jede
Bindung und jede -Reduktion der Originalsequenz bestimmen. Dies bildet die Grundlage
fir die folgende Menge von Transformationsregeln, welche Unifikatoren durch den "inkre-
mentellen” Aufbau von Bindungen findet, wobei sie partielle Bindungen benutzt. In obigem
Fall (D) bedeutet dies, dal es nur eine endliche Anzahl von Wahlmoglichkeiten fiir eine
partielle Bindung gibt, weil es nur eine mogliche Imitation und nur eine endliche Anzahl
moglicher Projektionen gibt. In Fall (E) ist dies leider falsch. In [29] wird gezeigt, dafl zwei
flexible Terme nicht notwendig einen endlichen C'SU besitzen miissen, und tatsachlich kann
es eine unendliche Menge von unabhangigen Unifikatoren geben, welche flexible Terme als
Bindungen enthalten, so daf} es selbst, wenn wir nur versuchen, das oberste Funktionssymbol
der Bindung zu finden, eine unendliche Anzahl von Wahlmoglichkeiten geben kann, da es fur
jeden Typ immer eine unendliche Menge von Funktionsvariablen gibt. Sogar wenn es nur
eine endliche Menge von Funktionskonstanten in der Sprache gibt, ist es nicht moglich, den
Nichtdeterminusmus dieses Falles allgemein auf eine endliche Zahl von Wahlmoglichkeiten
fir partielle Bindungen zu reduzieren, also mufl der Suchbaum unendlich verzweigen.

Eine vollstandige Unifikations-Prozedur muf} zu einem beliebigen System S von Termen aus
L., und einer normalisierten Substitution 6 € U(S) stets eine Substitution o finden, so daf
o € U(S)und o <z 0[FV(5)]. Die grundlegende Idee der Transformationsmethode ist, zu
gegebenem § € U(5), ”Stlicke” von 6 zu finden, indem wir geldste Paare (x,1) finden, fiir die
O(x) «*>5 0(t) gilt; in diesem Fall kdnnen wir mit einer Argumentation, die der aus Lemma
4.7 &hnelt, schlieBen, dal § =3 [t/x] 0, und wenn wir ausreichend viele solcher Paare finden,
erreichen wir schlieBlich o =3 [t1/21] o ... o [t,/x,], wobei o ein Unifikator fir S ist, der
allgemeiner als (oder dquivalent zu) 6 ist. In anderen Worten: wir approximieren § sukzes-
sive, bis die Substitution gentigend aufgebaut ist, so daf sie S unifiziert. Dies tun wir durch
”Auflésen” von Variablen (wie im Fall (C) ) oder durch Benutzen von Approximationen fiir
individuelle Bindungen, die wir partielle Bindungen nennen (Methode von Huet):
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Definition 4.8: partielle Bindung, allgemeiner flexibler Term
Eine partielle Bindung vom Typ aq, ..., o, — B (fiir einen Grundtyp ) ist ein Term der Form

AT (Nl (T, 28, ), oo A Hon (T 7))

fir ein Atom a, wobei

(D) 7(y;) = flir 1 <0 <,

(2) 7(a) = Y1y ey Ym — B3, Wobei y; = ¢, ...,c,o;i — Ayl fir 1 <70 <m,

(3) 7(zj) = ) fiir 1 <é <mund 1 <j < p,

(4) 7(H;) = a1y ooy @y 0, oy 0y, — yf fiir 1T <0 <,

wobei 71, ...,7, Grundtypen sind. Die unmittelbaren Unterterme der partiellen Bindung
(d.h. die Argumente des Atoms a) heiflen allgemeine flexible Terme.

Man beachte, dafl diese partiellen Bindungen durch ihren Typ und ihr Kopfsymbol a ein-
deutig (bis auf Umbenennung der freien Variablen) festgelegt sind.

Definition 4.9: Imitationsbindung, Projektionsbindung, Variante, passend

Eine partielle Bindung gemaf} Definition 4.8 heifit Imitationsbindung fir a, falls a eine Funk-
tionskonstante oder eine freie Variable ist. Sie heif}t eine ¢-te Projektionsbindung, falls a eine
gebundene Variable y; fir ein 2 : 1 < < n ist. Eine Variante einer partiellen Bindung ¢ ist
ein Term p(t)|, wobei p eine Umbenennung der Menge Hy, ..., H,, der freien Variablen in den
Kopfen der allgemeinen flexiblen Terme in ¢ ist, die weg von allen Variablen im Kontext, in
dem ¢ benutzt wird, ist. Fur eine beliebige Variable F' heifit eine partielle Bindung ¢ passend
zu F, falls 7(¢) = 7(F). Eine Imitationsbindung ist passend zu A7y F (), falls sie passend
zu I ist.

Um die auftretenden Ausdriicke klein zu halten, erweitern wir unsere vektorartige Schreib-
weise auf partielle Bindungen in der Form

NG (oo Tl (G 5o)) = A (N2 H (5, 20, ) o AT o 5

Entsprechend unserer oben gegebenen Analyse der Unifikation hoherer Ordnung haben wir
die folgende Menge von Transformationen:

Definition 4.10: System der Transformationsregeln H7T
Sei S ein System von Lambda-Termen (evtl. leer). Dann haben wir die folgenden Transfor-
mationen:

— Weglassen unifizierter Paare:
{ {(u,u) JUS = S (1)
— Termzerlegung:

{ (\Tra(@) \Tra(m) JUS = |J {Q7ruw Azro)fus,  (2)

1<i<n

wo a ein beliebiges Atom ist.
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— Variablenelimination
Falls v = AT;.F(Tx) und v = A7, fiir ein k, eine Variable F' und einen Term v’ mit

F ¢ FV(v), dann gilt
{ (w,0) JUS = {{FAT0Y) JUa(S)],  (3)
wobel o = [ATg.v'/ F].

Diese drei Transformationen sind analog zum System &7 . Um auch Funktionsvariablen ver-
arbeiten zu konnen, brauchen wir eine weitere Transformation, die in drei Falle unterteilt ist:

— Imitation
{ (AT . F (W), \Tg.a(Tm)) Y US = { (F,t), (\T%. F (@), \Tg.a(Tn)) FU S, (4a)

wenn a eine Funktionskonstante oder eine freie Variable # F' ist und ¢ eine Variante einer
Imitationsbindung fiir @ ist, die passend zu F ist, 2.B. t = A\y,.a( A%, Ho (T Zpyr ) )-

— Projektion
{ (AT% . F (), \Tg.a(T,)) YU S = { (F,t), (A\T%.F (), \Tg.a(0n)) }US, (4b)

wenn a ein beliebiges Atom (eventuell gebunden) ist und ¢ eine Variante einer i-ten Pro-
jektionsbindung (fiir ein ¢ : 1 < ¢ < n) ist, die passend zum Term A7y . F(w,) ist, d.h. ¢ =
AN yi( A2, Hy (T, Z5,) ) so daB, falls Head(u;) eine Funktionskonstante ist, gilt: Head(u;) =
a.

— partielle Bindung

{ (AT% . F (), \T5.G(vn)) YU S = { (F,t), A7 F(u,), A\75.G(Tr)) JUS, (4c)

wenn t = \y,.a(Az,, . Hy(Vn, 25, )) eine Variante einer beliebigen partiellen Bindung ist, die

passend zum Term A7y F'(w,,) ist, so daBl @ # F' und a # G.

Als Teil der Transformationen (4a)-(4c) wenden wir unmittelbar Transformation (3) auf das
neue Paar (Ft) an, was sich als Anwendung der Substitution [t/ F] auf den Rest des Systems
auswirkt. Wie beim System S7 sind auch hier die Vereinigungen wieder Vereinigungen von
Multimengen, nicht von Mengen!

Im folgenden sagen wir § € Uni fy(.S) genau dann, wenn es eine Folge von Transformationen
S =" 5, gibt, so daB 5, in geldster Form ist und 0 = o, |Fy(s).

Beispiel 4.11

Die folgende Transformationsfolge fiithrt zu einem System in geloster Form. (Um die Wirkung
des 3-Reduktionsschrittes zu zeigen, der auf die Substitution in Regel (3) folgt, benutzen
wir die Schreibweise %. Im "Zahler” steht also das Ergebnis nach der Substitution und im
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"Nenner” das Endergebnis nach 3-Reduktion.)
(F'(f(a)). f(F(a)))

g (PN f(Y (), QNI def0 ),

= (F, Az f(Y ( N (Y (f(a )) f(Y(a)))

e, <F A f ( xx)x)> <Y . >7<(/\xj.cafij)f(a)7f((/\x(;x)a)>
= (F, Az.f(x) Az.x)

), (Y,
Also ist [Az.f(x)/F] € Unify(F(f(a)), f(F(a))).

4.2 Korrektheit der Transformationen

Die folgenden Lemmata erlauben uns, die Korrektheit dieses Systems von Transformationen
zu beweisen.

Lemma 4.12
Falls S =1 5" oder S =3 5', dann gilt U(S) = U(S").

BEWEIS: Wie im Fall erster Ordnung liegt die einzige Schwierigkeit in Transformation (3).
Wir miissen zeigen, dafl U({(x,v)} U S) = U{{x,v)} Uo(S)]), wobei ¢ = [v/z] und
x ¢ FV(v). Fir jede Substitution 0 gilt: aus 6(x) «45 (v) folgt § =5 o 0 6, da sich
o 06 und 0 nur bei x unterscheiden und 0(z) «=>5 0(v) = O(o(z)) = oo O(x). Mit Lem-
ma 2.21 kann man dann zeigen: 6 € U(S) <= o0 € U(S). Da fir jeden Term
u: 0of(u) = 0(c(u)) —3 0(o(u)]) gelten muB, kann man auBerdem einfach zeigen, daf
g0 elU(S) < 0ecU(c(5)]). Also:
6 cU({{x,0)}USI)

)%ﬁ f(v) und 0 € U(S)
< f(x) <=3 0(v)und o0 0 € U(S)

) <=5 O(v) und 0 € U(o(9)])

— e U({(z,v)}Uc(9)]).

Dieses Lemma zeigt, dafl die Transformationen (1) und (3) die invarianten Eigenschaften
eines Problems genauso festlassen wie im Fall erster Ordnung.

l

Lemma 4.13

Es sei S =5 57, und es sei (\7g.a(uy,), \Tf.a(v,,)) das Paar aus S, das transformiert wird.
Fir jede Substitution 0 gelten:

(i) Wenn « eine Konstante, eine gebundene Variable oder eine nicht in D(6) enthaltene freie
Variable ist, dann gilt § € U(S) < 0 € U(5).

(ii) Wenn a € D(0), dann gilt § € U(S") = 0 € U(9).

BEWEIS: Falls §(ATg.u;) <=5 0(ATf.v;) fir 1 <o < n, dann muf} gelten:

0T (i) = ATEO(a)(0(ur), ooy O1)) s ATTO(@)(B(01), s B(v2)) = OOTT.a(T7)),
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und damit gilt fiir jedes Atom a: 0 € U(S") = 6 € U(S). Wenn « eine Funktionskonstante,
eine gebundene Variable oder eine nicht in D() auftretende Variable ist, dann gilt §(a) = «,

und damit auch 0 € U(S) = § € U(Y").

Lemma 4.14
Falls S =3 5" oder S =>4 5', dann gilt U(S) 2 U(5").

BEWEIS: Fiir Regel (2) folgt dies aus dem vorangegangenen Lemma. Transformation (4)
besteht aus zwei Schritten: zundchst wird dem System S das neue Paar (F|t) hinzugefiigt,
dann wird Transformation (3) auf dieses neue Paar angewandt. Wegen S C {(F,#)} U S gilt
US) D U{({F,t)} US) (je mehr Paare unifiziert werden miissen, desto weniger Unifikatoren
gibt es). Daf die darauf folgende Anwendung von Regel (3) auf das neue Paar korrekt ist,

wurde bereits in Lemma 4.12 gezeigt.

Da wir in Transformation (4) eine spezielle Approximation einer Losung wéhlen, ist die In-
klusion U(S) C U(S") im allgemeinen echt. In Transformation (2) kann die Termzerlegung
flexibler Paare Unifikatoren eliminieren: z.B. hat (F(a,b), F'(¢,d)) unendlich viele Unifika-
toren, aber das System (a,b), (c,d) hat keine. Diese Ergebnisse zeigen uns, dafi im Fall
hoherer Ordnung die Losungsmenge nur unter den Transformationen (1) und (3) invariant
ist; unter Transformation (2) gilt diese Invarianz nur fiir starre Terme (d.h. Terme, deren
Kopf eine Funktionskonstante oder eine gebundene Variable ist).

Zusammenfassend ergibt sich aus diesen Lemmata

Satz 4.15: Korrektheit
Es sei S ==* 5" mit 5" in geloster Form. Dann gilt og/|py(sy € U(S5).

BEWEIS: Durch Induktion tiber die Lange der Transformationsfolge und mit Hilfe der gerade
bewiesenen Lemmata kénnen wir zeigen, dafl g € U(S). Die Einschrankung auf FV(S)

andert nicht den Effekt der Substitution auf Termen in S, so daf US/|FV(S) e U(9).

4.3 Vollstandigkeit der Transformationen

Die Vollstandigkeit des Transformationssystems H7 zeigen wir ahnlich wie bei S7 im Fall
erster Ordnung, mit dem Unterschied, dal nun die Transformationsrelation im allgemeinen
nicht terminierend ist. Daher werden wir nur die nichtdeterministische Vollstandigkeit des
Systems zeigen, d.h. wir zeigen, daB flir jedes System S und jeden Unifikator § € U(S) eine
Transformationsfolge existiert, die einen Unifikator o findet, so dafl o <z 0[FV(S5)]. (Im Fall
erster Ordnung hatten wir das "schonere” Ergebnis, dafl jede Folge von Transformationen
terminieren mufl und dann einen Unifikator liefert.)



KAPITEL 4: TRANSFORMATIONEN IM FALL HOHERER ORDNUNG 27

Zunachst zeigen wir, wie partielle Bindungen als Approximationen fir Bindungen in Substi-
tutionen betrachtet werden konnen.

Lemma 4.16
Sei s ein beliebiger Term der Form s = A7,,.a(3,,). Dann gibt es eine Variante einer partiellen
Bindung ¢ und eine Substitution 7, so daf n(t) —7% s.

BEWEIS: Falls m = 0, also s = AT,.a, sei t = s und nn = Id (dann gilt 5(t) = n(s) = s =} s).
Anderenfalls (m > 0) sei t = A\T,.a(AZ,,, - Hn(Tn, Z5,)) und n = [ATy.81/ He, ooy AT S Hi )

Dann muf} wegen des Typs vom Kopf a der i-te Unterterm s; die Form Az,,.s! haben, so daf

NNz Hi(Tn, Z5)) =5 s,

fir alle¢: 1 <7 < m. Also n(t) —% s

Lemma 4.17
Sei 6 = [s/F]U#. Dann gibt es eine Variante einer partiellen Bindung ¢, die passend zu F
ist, sowie eine Substitution 7, so daf

0 = [s/F1Un UODO)] =5 [t/Flon U o[DO)]

AuBerdem: Falls D(0) N 1(0) = B, dann ist §” := [s/F] Un U ein Unifikator fiir das Paar
(I, t) mit D(0")N1(6") = 0.

Im folgenden definieren wir ein System von Transformationen auf Paaren (6,5), welches
zeigt, wie der Aufbau einer Substitution § eine geeignete Folge von Transformationen fest-
legt.

Definition 4.18: Transformationssystem C7T
Sei 0 eine normalisierte Substitution und S ein beliebiges System. Die ersten drei Transfor-
mationen entsprechen denen aus H7 :

0,5 = 0,5

fir ¢ = 1,2,3, falls S =, 9" in K7, mit der Einschrankung, dal Regel (2) nur auf ein Paar
(u,v) angewandt werden darf, bei dem das vorderste Funktionssymbol in v und v keine freie

Variable in D(6) ist. Aulerdem haben wir die Regel
[s/F|U 0, {(\TF. F(w,), \Tg.v) } U S =4 [s/F]Un U O, {(F. 1), A\Tr. F(uy,), \T.v) } U S,

wo F' auf der linken Seite noch nicht gelost ist, s ein Term der Form Ay,.a(5.,) ist,

t = M- a(Nzpr - Ho (T o))

eine zu F' passende partielle Bindung mit dem (bis auf a-Konversion) gleichen Kopf wie s
ist, und

n = [A\n.s1/Hy, ..., NG 80 [ Hpn ]
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(Falls m = 0, wird n weggelassen.) Wie in H7 wird im Anschlufl an Regel (4) unmittelbar
Regel (3) auf das neue Paar (F,t) angewandst.

Beispiel 4.19
Wir erganzen das Paar in Beispiel 4.11 um die Substitution § = [Az.f(x)/F]. Dann ergibt
sich diese CT-Transformationsfolge:

[ S@) [ FLA(E(f(0), f(F(a)))}

= P () B A/ Y] (B, A f(Y (2)), (AL podieplie) )
= Az f(@)/F Awa /Y] A Ae f(Y(2))), (Y (f(a)), f(Y(a)))}
— D (@) F dea /Y], {(F, . f(R222) (Y, ), <(Axﬁi§(a)7f((xxf)a)>}
= M. f(a)/F,  e.a /Y], {(F, z.f(x)), (Y, Ax.x)
Lemma 4.20

Es sei S ein System in ungeldster Form, § € U(S) und W eine Menge von Variablen. Dann
gibt es eine CT -Transformation 0,5 — 6,5, so daf}

(i) 0 = 0[]

(i) Falls D(0) N I(0) = 0, dann gilt 0" € U(S") und D(O") N 1(8") = 0;

(iii) S = HTS/-

Korollar 4.21
Falls § € U(S) und keine der Regeln aus H7 auf 6,5 angewandt werden kann, ist S in

geloster Form.

Satz 4.22: Vollstandigkeit von H7T
Es sei S ein System und 6 € U(S). Dann gibt es eine Transformationsfolge

S=5=5=5=...= 95,

wo S, in geloster Form ist und og, <g 0[FV(9)].

Man beachte, dafl diese Aussage sich von der Vollstandigkeitsaussage fir das System S7T
dadurch unterscheidet, daf§ wir hier nur die Existenz einer terminierenden Transformations-
folge erhalten, wogegen im Fall erster Ordnung alle Transformationsfolgen terminierten.

Die Aussagen tber Korrektheit und Vollstandigkeit fassen wir im folgenden, letzten Satz
zusammen:

Satz 4.23
Fir ein beliebiges System S ist die Menge

{os|rvisy : S =37 S und 5" in geléster Form}

ein C'SU(S).
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5. Zusammenfassung

Ausgehend von Unifikationsproblemen erster Ordnung haben wir ein System von Transfor-
mationen entwickelt, unter denen die Losungen des Problems invariant bleiben: wir haben
Korrektheit und Vollstandigkeit nachgewiesen und auferdem bemerkt, dafl das Verfahren
terminierend ist. Diese Transformationen waren im wesentlichen Termzerlegung und Varia-
blenelimination. AnschlieBend haben wir unsere Transformationen verallgemeinert und so
das Verfahren auf Lambda-Terme hoherer Ordnung ausgedehnt: hierzu mufiten wir unser
Transformationssystem um Regeln zur Imitation und Projektion erganzen, was die Kom-
plexitat stark vergroflerte: wahrend jede der Transformationen im Fall erster Ordnung die
Terme ”verkleinerte” (in einem von uns definierten Sinn) und somit schliefilich keine Trans-
formation mehr anwendbar ist, gilt dies im Fall hoherer Ordnung nicht mehr: Dadurch
konnen Suchbaume ins Unendliche wachsen, und das Verfahren ist nicht mehr terminierend.
Somit erhielten wir bei der Vollstandigkeit die Einschrankung, daf§ das Verfahren nur nicht-
deterministisch vollstandig ist, d.h. es mufl nicht jede Transformationsfolge terminieren, aber
es gibt in jedem Fall eine, die terminiert.

Auflerdem haben wir beim Ubergang zum Fall hoherer Ordnung die Einfachheit der Exi-
stenz eines allgemeinsten Unifikators (mgu) verloren; hier gibt es im allgemeinen nur noch
eine vollstandige Menge von Unifikatoren, die zu jedem Unifikator einen allgemeineren Uni-
fikator enthalt.
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